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Резюме. В настоящей работе излагается подход к априорным оценкам 

решений нелинейных уравнения и неравенств в частных производных, основанный 

на методе пробных функций (см. [6]).  
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1. Введение 

 

В настоящее время большой интерес вызывают вопросы отсутствия 

глобальных неотрицательных (нетривиальных) решений квазилинейных 

эллиптических уравнений и неравенств. При этом основное внимание 

уделяется изучению уравнений и неравенств во всем пространстве R
n
  и в 

конических областях (конусах). Напомним, что конусом называется 

множество 
nRK  , содержащее вместе с любой своей точкой Kx  также 

все точки вида x , где )(R 0   . Под глобальным понимается 

решение, определенное для всех 
nRx  ( Kx ), но не обязательно 

интегрируемой или ограниченное на всем )K(Rn
.  

 

2. Постановка задачи 

 

Проблеме отсутствия, или, другими словами, необходимым условиям 

существования решения уделяется большое внимание. Последние годы был 

достигнут значительный успех в этом направлении. В этой связи укажем на 

работы [1-6]. 

Рассмотрим уравнения и неравенства вида  
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Определение. Под слабым решением задачи (1) понимается функция и 

n
 такая, что  )(Lux,)x(ux n

loc

q
 1

, и удовлетворяющая 

неравенству  
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для любой функции 0)x(  из класса  nC 2

0 .  

Теорема.  Пусть показатель  q  удовлетворяет неравенству  

2
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n
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Тогда не существует глобального нетривиального слабого решения 

задачи (1).   

Доказательство. В силу определения решения имеем  
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Отсюда получаем следующую априорную оценку:  
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  - параметр.  

Выберем  теперь пробную функцию )x( вида  



PROCEEDINGS of  IAM, V.13, N.1, 2024 

 

121 

 
















2

2

0
R

x
)x(  ,        (7)  

где  00    из класса  )(C 2

0  такая, что  










.S,

,S,
)S(

20

101
0  

Сделаем теперь замену переменных  

R

xi            (8)  

Тогда получим   2

0  )x(   и  



















dRdxx
'q

'q
q

"q

'q

'q
q

n

1

0

0

21

1 



























  ,     (9)  

где  

"q
q

'qn 










 2                (10)  

и  


 




n

i ix1
2

0

2

0


 . 

Выберем теперь пробную функцию  0  вида (7) так, чтобы интеграл в 

правой части (9) являлся конечным. Ясно, что такая функция 0   существует.  

Выберем пробную функцию 0  такую, что  


1

0

0

'q

'q




 

при  21    , существование такой функции является очевидным 

фактом.  

Обозначим через  
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Тогда из формулы (6) следует, что справедлива априорная оценка  
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Отсюда получаем после перехода к пределу при R , что если 

0 , то  
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Таким образом, утверждения теоремы доказано при 0 , т.е. при  
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В этом случае соотношение (9) влечет  
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Следовательно,  в силу (6) имеет априорную оценку 
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Возвратимся теперь к неравенству (5). Заметим, что   
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Тогда соотношение (5) в силу неравенства Гельдера влечет  
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Но в силу (14) и абсолютной сходимости интеграла dxux
q

n





 имеем  
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при  R . 

Тогда, переходя к пределу при R  в (15), получаем  
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Таким образом, и в этом случае u=0, т.е. окончательно с учетом (12) 

условие отсутствия рения принимает вид  

2
1










n

n
q  

Отметим, что в условиях теоремы отсутствует условие эллиптичности.  

Замечание. Теорема является не улучшаемой, т.е. показатель q нельзя 

увеличить в общих условиях этой теоремы.  

Этот факт следует из простого контр примера. 

 Пусть 
2








n

n
q . Возьмем функция  u(x) в виде  

  )q/(

x
)x(u

112
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с достаточно малым >0. Тогда положительная гладкая функция 

удовлетворяет неравенству.  
nq Rx,uu  . 

Таким образом неравенство (4) является не улучшаемым 

. 

3. Заключение  

 

В работе рассматривается класс квазилинейных эллиптических 

уравнений и неравенство второго порядка с неограниченными 

коэффициентами. Доказана теорема об отсутствии глобального 

решения уравнения. Найдено точное значение показателя q  данного 

нелинейного уравнения и неравенства. 
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   This paper outlines an approach to a priori estimates of solutions to nonlinear equations 

and partial differential inequalities, based on the test function method (see [6]).  
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